Ganzrationale Funktionen ¢ Optimierung
Ubung

. Aus einem rechteckigen Karton mit den Seitenldngen 40 cm bzw. 60 cm soll eine oben
offene, quaderformige Schachtel mit moglichst grofdem Inhalt gebastelt werden. Dazu
werden an den vier Ecken Quadrate der Kantenldnge x abgeschnitten und die
verbleinenden Seiten nach oben geknickt. Bestimmen Sie den maximalen Inhalt der Box.

. Ein Rechteck liegt so im kartesischen Koordinatensystem, dass eine Seite des Rechtecks
auf der x-Achse liegt, die andere auf der y — Achse. Ein Eck des Rechtecks liegt auf dem
Koordinatenursprung, das diagonal gegeniiberliegende Eck liegt im I. Quadranten auf dem

Graphen der Funktion f: x = — %xz + 3. Berechnen Sie die Seiten des Rechtecks so, dass es
eine moglichst grofde Flache einschliefdt.

. Aus einem Draht mit Lange 36 cm soll ein Quadergertst mit quadratischer Grundflache
gebogen werden. Welche Kantenldngen muss der Quader haben, damit sein Volumen
maximal wird?

. Einer Kugel mit Radius R = 10 cm soll ein Zylinder mit maximalem Volumen
einbeschrieben werden. Geben Sie die Hohe h und den Radius r des Zylinders auf zwei
Nachkommastellen gerundet an!

. In einer Turmspitze, die die Form eines geraden Kreiskegels mit Hohe H = 5 m und
Bodendurchmesser D = 6 m hat, soll ein zylinderféormiges Zimmer mit grofstmoglichem
Rauminhalt eingebaut werden. Welche Mafde muss dieses Zimmer haben?

. Ein oben offener, zylinderformiger Papierkorb soll grofdtmogliches Fassungsvermogen bei
einem Materialaufwand von 40 dm? besitzen. Welchen Radius r und welche Héhe h muss
der Papierkorb besitzen?
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7. In einen parabelférmigen Torbogen mit der Breite 10 m und der Héhe 5 m soll eine
rechteckige Leinwand eingepasst werden (vergleiche Skizze).
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a) Zeigen Sie, dass der Torbogen durch den Funktionsterm f(x) = — % (x? — 10x)

beschrieben werden kann.

b) Geben Sie die Flache A der Leinwand in Abhangigkeit von Ihrer halben Breite a an
sowie eine geeignete Definitionsmenge D,.
[Teilergebnis: A(a) = —0,4a® + 10a]

c) Berechnen Sie A(2) und interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

d) Bestimmen Sie a so, dass die Leinwand maximale Flache erhalt.
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V(x) = (40 — 2x) - (60 — 2x) - x = 4x3 — 200x? + 2400x
- (keine Nebenbedingung notig)
V(x) = 4x3 — 200x? + 2400x

Dy = [0; 20]

X, = 50-V700 ~ 7,85; das maximale Volumen betragt ca.
8450,45 cm3

A(a) = a-f(a)

- (ohne Nebenbedingung)

Aa) = —%a3 + 3a

a=3;fa) =2;Apx =6
V=a%-h

8a + 4h = 36 (Gesamtldange Draht)
=>h=9-2a

V(a) = 9a% — 2a3

Dy = [0;4,5]

a=h=3

V = r?nh

2
r? + (2) = R? (Pythagoras)

2
=r? =100 — (g) , hier muss nicht nach r aufgeldst werden, weil

man diesen Ausdruck direkt in die Hauptbedingung einsetzen
kann.

V(h) = 100th — ;wh?
Dy = [0;20]

h=%§~ 11,551 = 26 ~ 8,16

r’mh

= 2 (Strahlensatz)

Sh=5-2¢
3

V(r) = 5r’m — §r31t
Dy = [0; 3]
r=2;h=

<
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6. Hauptbedingung V = r?mth

S = r?m + 2rmh = 40 (Oberfliche des Zylinders)

Nebenbedingung S h= 40-r’m
2rm 1
Zielfunktion V(r) = 20r — Er3n
Definitionsmenge Dy = [0; 4—0]
u
Losung r= \E ~ 2,06 dmund h = 2,06 dm
a) Hier gibt es drei sinnvolle Méglichkeiten. Man kann die Normalform f(x) = ax? + bx +

b)

d)

c einer Parabel benutzen und die beiden Nullstellen sowie den Scheitelpunkt einsetzen.
Losen des entstehenden Gleichungssystems liefert die Behauptung.

Eleganter ist der Ansatz in der Scheitelform, mit der man direkt f(x) = a(x — 5)2 + 5
erhilt. Einsetzen des Koordinatenursprungs ergibt a(—=5)? + 5 = 0 und damita = — %

Ausmultiplizieren von f(x) = — % (x — 5)% + 5 ergibt mit f(x) = — % (x? — 10x) die
gesuchte Funktion.

Alternativ mit Hilfe der Nullstellenform: f(x) = a(x — 0)(x — 10) = ax(x — 10)
Hier kann z.B. der Scheitelpunkt S(5; 5) eingesetzt werden, um a zu bestimmen:

a-5-(5-10) = 5,alsoa = —-und f(x) = —<x(x — 10) = — 2 (x* — 10x).

Die Breite der Leinwand betragt 2a, ihre Breite erhalten wir, indem wir den x-Wert
5 + a in die Parabelgleichung fiir x einsetzen. Folglich ist
A(d) =2a-f(5+a)

=2a-(—-3)((5+2)2 - 10(5 +a))
= 2a- (—g) (25 + 10a + a? — 50 — 10a)
=2a- (—%) (a® — 25)

=—2a3 4 10a
5
Sinnvolle Definitionsmenge ist D, = [0; 5].

A(2) = 16,8.
Fiir a = 2 (die Leinwand ist dann 4 m breit) betrégt die Fliche der Leinwand 16,8 m?.

A'(@) = —1,2a% + 10

A"(@) = —2,4a

A@=0&e-1,2a2+10=0

a;p == D s +2,89, wovon nur der positive Wert sinnvoll ist.
/ 1,2

A"(2,89) ~ —0,69 < 0, daher handelt es sich um ein lokales Maximum.
Die beiden Randwerte ergeben A(0) = A(5) = 0, daher besitzt die Flache ein absolutes
Maximum bei a,/, = 2,89 m.
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